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Disclaimer: MTRP is an initiative of the students of Indian Statistical Institute, Kolkata, as a part of their annual
techno-cultural-sports fest, Integration, to bolster the love for mathematics among all. This is to clarify that

Indian Statistical Institute itself does NOT conduct this event.

Full Marks: 100 Category: Senior Time: 3 hours

Part A: বহু িনবর্াচনী প্রশ্ন (MCQ) (8 × 3 = 24)
1. কতগুেলা ক্রমহীন(unordered) ত্রয়ী (a, b, c) আেছ েযখােন a, b, c ∈ N ∪ {0} এবং 2a! + 2b! + 2c! একিট

পূণর্ঘন(perfect cube) সংখয্া?
(A) 12 (B) 6 (C) 9 (D) 3

2. ধরা যাক Q(x) একিট বাস্তব সহগিবিশষ্ট বহুপদী সংখয্ামালা যার ঘাত 99। এখন প্রিতিট x ∈ R এর জনয্
Q(1 + ex) +Q(1− ex) = Q(2) শতর্ িট পূরণ হয়। Q′(x) এর বীজগুিলর েযাগফল িনণর্য় কর।
(A) 78 (B) 98 (C) 104 (D) 63

3. ধরা যাক θ1, θ2, . . . , θ2026 বাস্তব সংখয্া েযখােন θi ≥ 0 ∀i ∈ {1, 2, · · · 2026} এবং
θ1 + θ2 + · · · + θ2026 = 2π. z1 = cos θ1 + i sin θ1 এবং zk+1 = (cos θk+1 + i sin θk+1)zk. িনেচর
েকানিট/েকানগুিল সতয্?
(A) |z22 − z21 |+ |z23 − z22 |+ · · ·+ |z22026 − z22025| ≤ 4π এবং সমতা(equality) ঘটেত পাের
(B) |z22 − z21 |+ |z23 − z22 |+ · · ·+ |z22026 − z22025| < 4π
(C) |z2 − z1|+ |z3 − z2|+ · · ·+ |z2026 − z2025| < 2π
(D) B এবং C উভয়ই সতয্

4. ধরা যাক ABCD একিট সামান্তিরক। E এবং F যথাক্রেম AB ও AD বাহুর উপর এমন দুিট িবনু্দ েযখােন
BE : EA = 1 : 2 এবং AF : FD = 2 : 1. যিদ BF এবংDE েরখাংশ দুিটK িবনু্দেত েছদ কের এবং
AC = 10 হয়, তেব CK িনণর্য় কর।
(A) 6 (B) 8 (C) 20

3
(D) 21

4

5. আমরা বিল একিট পূণর্সংখয্া n বগর্মুক্ত (square-free), যিদ প্রিতিট েমৗিলক সংখয্া p এর জনয্ n, p2 দ্বারা
অিবভাজয্ হয়। ধরা যাক f(n) হল n-এর সমস্ত ধনাত্মক উৎপাদেকর অেনানয্কগুিলর েযাগফল (েযমন,f(4) =
1 + 1

2
+ 1

4
= 7

4
)। আমরা বিল n একিট অদু্ভত সংখয্া, যিদ f(n) = 2 হয়। এখন কতগুিল বগর্মুক্ত অদু্ভত

পূণর্সংখয্া আেছ?
(A) 1 (B) 2 (C) ২-এর েবিশ িকন্তু সসীম সংখয্ক (D) অসীমসংখয্ক

6. ধরা যাক 2026অেঙ্কর, 9 দ্বারা িবভাজয্ একিট ধনাত্মক পূণর্সংখয্ার অঙ্কগুিলর সমষ্টি হল x। এখন x-এর অঙ্কগুিলর
সমষ্টি y এবং y-এর অঙ্কগুিলর সমষ্টি z হেল z-এর সবর্ািধক সম্ভাবয্ মান কত ?
(A) 9 (B) 18 (C) 27 (D) 36

7. ধরা যাক f : R → R একিট অেপক্ষক েযখােন ∫ θ+1

θ
f(x) dx = 0 প্রিতিট θ > 0 এর জনয্। ধরা যাক

g : [a, b] → R একিট সন্তত অন্তরকলনেযাগয্ অেপক্ষক এবং ∫ b

a
g(x) dx =

∫ b

a
g′(x) dx = 0. িনেচর

েকানিট সতয্ নয়?
(A) যিদ g(x)-এর (a, b)-এর মেধয্ একিট বীজ থােক, তেব (a, b)-এর মেধয্ অন্তত দুিট বীজ থাকেত হেব
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(B) যিদ g(x)-এর [a, b]-এর মেধয্ একিট বীজ থােক, তেব [a, b]-এর মেধয্ অন্তত দুিট বীজ থাকেত হেব
(C) f(x) = 0 একমাত্র সন্তত সমাধান নয়
(D) যিদ f(x) সন্তত হয়, তেব f(x) অবশয্ই একিট পযর্াবৃত্ত(periodic) অেপক্ষক।

8. ধরা যাক p, q, r িতনিট েমৗিলক সংখয্া, যােত p2 + q2 + r2 = p3। p, q, r-এর সব সম্ভাবয্ মােনর জনয্ pqr-এর
গড় মান িনণর্য় কর।
(A) 3 (B) 27 (C) 150 (D) উপেরর েকােনািটই নয়

Part B: পূণর্সংখয্াধমীর্ প্রশ্ন (4 × 4 = 16)
1. একিট ২-মািত্রক সমতল (2-dimensional plane) িবেবচনা কেরা। একিট িপঁপড়া (0, 0) িবনু্দেত দঁািড়েয় আেছ

এবং শুধুমাত্র এক একক উপের (upwards) অথবা ডােন (rightwards) সের েস (20, 20) িবনু্দেত েপৗছঁােত চায়।
িপঁপড়ািটর অিতক্রান্ত পথ, x-অক্ষ এবং x = 20 েরখা দ্বারা সীমাবদ্ধ েক্ষেত্রর েক্ষত্রফেলর গড় মান িনণর্য় কেরা।

2. ধরা যাক f : N → R একিট অেপক্ষক, যা প্রিতিট n ≥ 1 এর জনয্
f(1) + f(2) + · · ·+ f(n) = n2f(n)

শতর্ িট পূরণ কের। যিদ f(1) = 2027 হয়, তেব 1

f(2026)
এর মান িনণর্য় কর।

3. েচৗরঙ্গী েহােটেলর দীঘর্িদেনর তত্ত্বাবধায়ক সয্াটা েবাস একিট অদু্ভত িমশ্রণ যন্ত্র (blending machine) ৈতির কের-
েছন। যখন x এবং y ঘনেত্বর(strength) উজ্জ্বল তরলপূণর্ দুিট েবাতল এই যেন্ত্র রাখা হয়, তখন এিট f(x, y)

ঘনেত্বর একিট নতুন েবাতল ৈতির কের। সয্াটা েবাস যন্ত্রিট কীভােব কাজ কের তা প্রকাশ করেবন না, তেব িতিন
একিট িনয়ম প্রকাশ কেরেছন: যিদ দুিট েবাতল েমশােনা হয় এবং তারপর প্রাপ্ত ফলাফলিটেক z ঘনেত্বর তৃতীয়
একিট েবাতেলর সােথ েমশােনা হয়, তেব চূড়ান্ত ঘনত্ব সবর্দা িনেচর শতর্ িট পূরণ কের:

f(f(x, y), z) =
xy + yz + zx

xyz
, সব x, y, z > 0 এর জনয্।

িতিন একিট পরীক্ষা শুরু কেরন, েযখােন প্রথম েবাতেলর ঘনত্ব a0 = 1। প্রিতিদন িতিন একই পদ্ধিত অনুসরণ
কেরন: প্রথেম বতর্ মান েবাতলিটেক একিট একক ঘনেত্বর (strength 1) েবাতেলর সােথ িমিশ্রত কেরন, তারপর
প্রাপ্ত ফলাফলিটেক পুনরায় আেরকিট একক ঘনেত্বর েবাতেলর সােথ িমিশ্রত কেরন। যিদ n-তম িদন েশেষ ঘনত্ব
an হয়, তেব:

an+1 = f(f(an, 1), 1), n ≥ 0

⌊limn→∞ an⌋ এর মান িনণর্য় কেরা। এখােন ⌊x⌋ হেলা বৃহত্তম পূণর্সংখয্া যা x-এর সমান বা েছাট।
4. সময় 0-েত, একিট িপঁপড়া (1, 0) িবনু্দেত এবং একিট মাকড়সা (−1, 0) িবনু্দেত অবস্থান করেছ। িপঁপড়ািট একক

বৃেত্তর (unit circle) চারপাশ িদেয় ঘিড়র কঁাটার িবপরীত িদেক (counterclockwise) হঁাটেত শুরু কের এবং
মাকড়সািট x-অক্ষ বরাবর ডানিদেক হামাগুিড় িদেত শুরু কের। এিট েদখা যায় েয, িপঁপড়ািটর অনুভূিমক গিতেবগ
(horizontal speed) সবর্দা মাকড়সার গিতেবেগর অেধর্ক। িপঁপড়া এবং মাকড়সার মেধয্ সবর্িনম্ন দূরত্ব কত হেব?
যিদ উত্তরিট √

m/4 হয়, েযখােন m একিট স্বাভািবক সংখয্া, তেব m এর মান িনণর্য় কেরা।

Part C: বণর্নামূলক প্রশ্ন (5 × 12 = 60)
1. প্রবীর এবং অিভিজৎ একিট েখলা েখেল েযখােন তােদর কােছ x3 + ax2 + bx + c = 0 সমীকরণিট আেছ।

প্রবীর েখলা শুরু কের এবং পযর্ায়ক্রেম উভেয় এেক এেক a, b, c এর মেধয্ একিট কের সহগ, েযিট তার আেগ
পযর্ন্ত বয্বহৃত হয়িন, িনবর্াচন কের। ফলস্বরূপ প্রাপ্ত সমীকরেণর 3 িট অসমান বাস্তব বীজ থাকেল প্রবীর িজতেব
এবং অনয্থায় অিভিজৎ িজতেব। উভেয়র মেধয্ কারও যিদ জেয়র েকৗশল(winning strategy) থােক তা খঁুেজ
েবর কর। যিদ েকােনা জেয়র েকৗশল না থােক, তেব তা প্রমাণ কর।
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2. ধির f : [a, b] → (0,∞) এবং g : [a, b] → R দুিট সন্তত অেপক্ষক। g(a) = 0 এবং
∫ b

a

g(x)dx = 0 ।
প্রমান কেরা েয, এরূপ একিট c ∈ (a, b) রেয়েছ যােত

g(c)

∫ c

a

f(x)dx = f(c)

∫ c

a

g(x)dx.

হয়।
3. n ≥ 5 জন েখেলায়াড় িনেয় একিট দাবা প্রিতেযািগতা অনুিষ্ঠত হল। প্রিতিট েখেলায়াড় অনয্ানয্ সব েখেলায়ােড়র

সেঙ্গ একিট কের েখলা েখেলেছ। একিট েখলায় িজতেল 1 পেয়ন্ট, ড্র হেল 1
2
পেয়ন্ট এবং হারেল 0 পেয়ন্ট পাওয়া

যায়। প্রিতেযািগতা েশেষ েদখা েগল প্রেতয্ক েখেলায়ােড়র পেয়ন্ট িভন্ন।প্রমাণ কর েয িদ্বতীয় ও তৃতীয় স্থানািধকারী
েখেলায়াড়েদর েমাট পেয়ন্ট প্রিতেযািগতার িবজয়ীর পেয়েন্টর েচেয় েবিশ।

4. ভােবা অপণর্া েসন, বুদ্ধেদব দাশগুপ্ত, ছিব িবশ্বাস এবং েদবালয় ভট্টাচােযর্র িনির্ম​ত চলিচ্চত্রগুিল এক সমােলাচক
a,b,c,d েরিটং িদেলন। আশ্চযর্জনকভােব, এমন একিট েমৗিলক সংখয্া p রেয়েছ যােত ap + bp = cp + dp হয়।
েদখাও, যিদ আমরা চারজেনর েরিটং এর তুলনা কির, তাহেল |a− c|+ |b− d| ≥ p. হয়।
[সূত্র: অপণর্া েসন number theory, এবং ছিব িবশ্বাস calculus পছন্দ কেরন।]

5. ∆ABC একিট িত্রভুজ যার পিরেকন্দ্র O. P , AB র ওপর অবিস্থত একিট িবনু্দ যােত ∠BOP = ∠ABC

এবং Q, AC র ওপর অবিস্থত একিট িবনু্দ যােত ∠COQ = ∠ACB । PQ েথেক O এর ওপর লম্ব অঙ্কন
করা হল, যা∆APQ এর পিরবৃেত্ত E িবনু্দেত েছদ কের। প্রমান কেরা, □AECB একিট ট্রােপিজয়াম। OE েক
এরূপভােব বির্ধ​ত করা হল যােত BC েক F িবনু্দেত েছদ কের। প্রমান কেরা, ∆FPQ এর লম্বিবনু্দ O.
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